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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ДИФРАКЦИИ  
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН НА ТЕЛЕ СЛОЖНОЙ ФОРМЫ,  

РАСПОЛОЖЕННОМ В СВОБОДНОМ ПРОСТРАНСТВЕ1 
 
Аннотация. Цель работы: изучение процессов распространения электромаг-
нитных волн внутри тел, расположенных в свободном пространстве. Исследо-
вание свойств поведения поверхностных токов на теле сложной геометриче-
ской формы. Рассматриваемая задача исследовалась методом объемных инте-
гральных уравнений. Для тела канонической формы, имеющего вид прямо-
угольного параллелепипеда, строится расчетная сетка. Вводятся базисные 
функции, удовлетворяющие условию аппроксимации. Применяя проекцион-
ный метод, задача сводится в системе линейных алгебраических уравнений. 
Используя субиерархический метод, задача решается на телах сложной гео-
метрической формы. Предложен эффективный метод решения рассматривае-
мой задачи на телах сложной геометрической формы. Применяя описанный 
метод, получены решения задач дифракции на нескольких однородных телах, 
имеющих различную геометрическую форму.  

Ключевые слова: задача дифракции, интегральное уравнение, метод коллока-
ции, численные результаты. 
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NUMERICAL SOLUTION OF THE PROBLEM  
OF ELECTROMAGNETIC WAVE DIFFRACTION  

ON THE COPOUND BODY, LOCATED IN FREE SPACE 
 
Abstract. Objective of the work is to study the process of electromagnetic waves 
distribution in bodies located in free space and the behavior of the surface currents 
on the body of arbitrary geometrical shape. To solve the said problem the authors 
use the method of volume singular integral equations. For rectangular parallelepi-
ped-shaped bodies the researchers construct a computational grid. The authors in-
troduce basic functions that comply with the condition of approximation. The inte-
gral equation is reduced to a system of linear algebraic equation with the help of a 
projection method. Using the subhierarchic method the problem is solved on the 
body of arbitrary geometrical shape. The researchers suggest an efficient numerical 
solution to the considered problem. Via the said method the authors have obtained 
the diffraction problem solutions for several homogeneous bodies of different geo-
metrical shape.  

Key words: problem of diffraction, integral equation, method of collocation, numer-
ical results.  

Введение 

Исследование задач математической физики и, в частности, теории ди-
фракции представляет большой теоретический и практический интерес. Од-
                                                           

1 Работа выполнена при поддержке РФФИ, гранты №№ 11-07-00330-а, 12-07-97010-р_а 
и ФЦП «Научные и педагогические кадры инновационной России» на 2009–2013 годы, согла-
шение № 14.В37.21.1950. 



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион 

University proceedings. Volga region 18

ной из актуальных задач электродинамики, является определение рассеянного 
поля на неоднородных диэлектрических телах. Рассмотрим задачу рассеяния 
электромагнитной волны на трехмерных неоднородных телах. В подобных 
задачах иногда удается получить аналитические решения для фигур простой 
геометрической формы [1, 2], но в большинстве случаев удается получить 
только численные решения. Рассмотрим задачу распространения электромаг-
нитного поля на неоднородном теле сложной геометрической формы, распо-
ложенном в свободном пространстве. Существует два основных подхода ре-
шения подобных задач. Первый подход связан с применением конечно раз-
ностных методов. Данный подход позволяет достаточно просто свести крае-
вую задачу к системе линейных алгебраических уравнений. Однако данный 
подход имеет существенный недостаток. Его суть – в необходимости моде-
лировать условия излучения на бесконечности. Для этого тело заключается в 
область как можно больших размеров (моделирующую бесконечность) и 
строится расчетная сетка внутри этой области. Это приводит к созданию раз-
ряженных матриц огромных размеров и поиску эффективных методов их ре-
шения. Второй подход заключается в сведении краевой задачи к объемному 
сингулярному интегральному уравнению на теле [3]. Данный подход позво-
ляет строить расчетную сетку только на теле, что является несомненным пре-
имуществом. Однако полученное объемное сингулярное интегральное урав-
нение имеет особенность в области интегрирования, поэтому необходимо 
разрабатывать эффективные методы решения данного уравнения. Один из та-
ких методов представлен в [3, 4].  

Следует отметить, что для тел, размеры которых значительно меньше 
или значительно больше длины волны, возможно применение асимптотиче-
ских методов. Однако в «резонансном» случае, когда размеры тела сравнимы 
с длиной волны, применение асимптотических методов невозможно, и при-
ходится решать задачу численно с помощью современных компьютеров. 

Также малоэффективным является использование пакетного подхода 
при решении данных задач. Большинство пакетов прикладных программ ис-
пользуют в своей основе конечноразностные методы, что по описанным вы-
ше причинам не дает достаточной точности решения. 

В настоящее время, благодаря быстрому развитию компьютерной тех-
ники и разработке новых подходов и методов, появились численные решения 
поставленной задачи. Однако большинство решений выполнено на телах про-
стой геометрической формы. В данной работе мы приводим результаты ре-
шения поставленной задачи на телах сложной геометрической формы, полу-
ченных субиерархическим методом [5]. Представленный в статье метод поз-
воляет решать подобные задачи на телах сложной геометрической формы, 
опираясь на результаты, полученные при решении задачи на теле базовой 
(канонической) формы [6–16]. 

1. Постановка задачи 

Пусть тело 3Q R∈ , расположенное в свободном пространстве, имеет 

диэлектрическую проницаемость, характеризующеюся функцией ( )xε , и ку-

сочно-гладкую границу Q∂ . Рассмотрим задачу дифракции электромагнит-

ного поля на теле Q  (рис. 1). Вне тела Q  диэлектрическая проницаемость 
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0ε = ε , где 0ε  – диэлектрическая проницаемость свободного пространства. 

Источник поля 0 3 /EJ R Q∈  находится за пределами Q . Падающее поле вы-

ражается через ток 0
EJ  [3]. 

  
 

 
 
 
 
 
 

Рис. 1. Тело Q , расположенное в свободном пространстве 

 
Данная задача описывается системой уравнений Максвелла:  
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Для ,E H
 

 должны выполняться краевые условия на границе тела: 
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где [ ]⋅  – скачок предельных значений. 

Для ,E H
 

 должны выполняться краевые условия излучения на беско-

нечности: 
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Рассматриваемая задача может быть сведена к объемному интеграль-
ному сингулярному уравнению: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 2
0 graddiv , .

Q Q

x x J x k G r J y dy G r J y dy x= ξ − − ∈Π 
   
E   (4) 

Данное уравнение может быть решено различными численными мето-
дами (мы выбрали метод коллокации) с целью сокращения числа операций. 

2. Метод коллокации 

Рассмотрим метод коллокации для численного решения объемного син-
гулярного интегрального уравнения (4). Здесь П – прямоугольный параллеле-
пипед 1 1 2{ : ,x a x aΠ = < < 1 2 2 1 3 2,   }b x b c x c< < < < , расположенный в сво-

бодном пространстве, имеет диэлектрическую проницаемость, характеризу-

ющуюся функцией ( )xε ; ( ),G x y  – функция Грина вида ( ),
ik x ye

G x y
x y

−
=

−
; 

                    Q 

0 0,E H ,E H
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( )0 x

E  – падающее поле; ( )J x


 – токи поляризации внутри тела; 

( ) ( ) 1

0
1

x
x

−
 ε 

ξ = − ε 
 и ( ) ( ) ( )

1

0
1

x
J x E x

−
 ε 

= − ε 


. 

Построим на Π  равномерную сетку, т.е. разобьем Π  на элементарные 
подобласти iΠ  с кусочно-гладкими границами i∂Π  так, чтобы выполнялись 

условия i jΠ ∩ Π = ∅  при i j≠  и i
i

Π = Π  (рис. 2). 

 

 
Рис. 2. Построение сетки 

 
Будем использовать трехиндексную нумерацию подобластей 
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где , , 0,..., 1k l m n= − . 

Выберем в каждой подобласти iΠ  точку (узел) коллокации ix . Рас-

смотрим базисные функции  
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Пусть подпространства nX  являются линейными оболочками базисных 

функций span{ , , }n l nX v v=  . Потребуем, чтобы для выбранных базисных 

функций выполнялось условие аппроксимации: 

lim inf 0.
nn x X

x X x x
→∞ ∈

∀ ∈ − =  

Для уравнения A fϕ =  ( , )f Xϕ ∈  с линейным ограниченным операто-
ром :A X X→  в гильбертовом пространстве X  рассмотрим метод коллока-
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ции, который формулируется следующим образом. Приближенное решение 

n nXϕ ∈  определяется из уравнения n n nP A P fϕ = . Здесь n nXϕ ∈  ( nX  есть 

n -мерное подпространство пространства X ), :n nP X X→  – оператор проек-
тирования на конечномерное подпространство, который определяется ниже. 

Уравнение n n nP A P fϕ =  эквивалентно следующему: 

( )( ) ( ),   1, , .j j
nA x f x j nϕ = =   

Представим приближенное решение в виде линейной комбинации ба-

зисных функций: 
1

n

n k k
k

c v
=

ϕ = . Подставив это представление в схему метода 

коллокации, получим систему линейных алгебраических уравнений для 
отыскания неизвестных коэффициентов kc : 

 1

( )( ) ( ), 1, , .
n

j j
k k

k

c Av x f x j n
=

= = 
  

(6) 

Расширенную матрицу, полученную из метода коллокации, удобно 
представить в блочной форме: 
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Элементы kB  и klA  определяются из соотношений: 

 ( )0
s k
k sB E x= ; (8) 
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k lQ Q

A f x k G x y f y dy G x y f y dy
x x

∂ ∂= ξ − δ −
∂ ∂    

(9) 

Здесь ( )1 2 3, ,s s s sx x x x=  точки коллокации с координатами 

( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2 3 3 30,5 , 0,5 , 0,5s s sx s h x s h x s h= + = + = + ,  

, 1,2,3k l = ; 1 2 3 1 2 3, , , , , 0, , 1s s s j j j n= − . 

Продифференцировав выражение (9), можно расписать отдельно фор-
мулы для диагональных и недиагональных блоков матрицы. 

Обозначим sr x y= − , тогда функция Грина примет вид 
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( ) ( )
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Подставим полученные результаты для повторного дифференцирова-
ния по lx . Получим 
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Таким образом, в случае s j≠  и k l=  матричные элементы принимают 

вид 
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где sr x y= − . 

Рассмотрим случай s j≠  и k l≠ : 
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Также проведем дифференцирование по частям: 
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Подставим полученные результаты: 
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Таким образом, для s j≠  и k l≠  матричные элементы принимают вид 

( )sj l
kl j jklA f x= ξ −  
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где sr x y= − . 

Выведем формулу выделения особенности для совпадающих  
носителей. 

Распишем функцию Грина следующим образом: 
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Итак, формула для выделения особенности для совпадающих носите-
лей s j= и k l=  имеет вид 
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Для s j=  и k l≠

 

 

( )jj l
kl j j l klklA f x= ξ − α δ −  

( ) ( )( ) ( )2
0 2

, 1 l l k k l
kl j j j

Q

x y x y
k G x y f x

r

 − −
−δ − + 

 
  

 ( ) ( )( ) ( ) ( )
2
0

2
3 l l k k l

j j
x y x yk

r r f x dy
r r

 − −
+ Φ − Φ 

 
. (13) 

Здесь ( ) 2 2

1ikr ikre ikre
r

r k

− −Φ =  – всюду дифференцируемая функция, а 

1 / 3lα =  в случае, если 1 2 3h h h= = . 

3. Численные результаты 

Пусть фигура Π  имеет форму прямоугольного параллелепипеда. Бу-
дем называть ее фигурой канонической формы. Построим расчетную сетку 
для фигуры Π  (см. рис. 2). Алгоритм построения расчетной сетки описан  
в [6]. Используем субиерархический метод для получения решения инте-
грального уравнения на теле сложной геометрической формы Q . Для этого 
создадим вектор геометрии W  для фигуры Q  [6]. Воспользуемся матрицей 
полученной методом коллокации для фигуры канонической формы. Для ре-
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шения задачи дифракции на теле сложной геометрической формы Q  необхо-
димо, чтобы Q  целиком вмещалось в прямоугольный параллелепипед Π  и 

состояло из элементов сетки iΠ . Если фигура сложной формы получена из 

фигуры канонической формы путем исключения одного носителя qΠ , то ре-

шение интегрального уравнения производится на подматрице, представлен-
ной ниже. Вектор W  описывает геометрию фигуры, выделенной из фигуры 
канонической формы: 
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Скорость построения новой матрицы будет напрямую зависеть от раз-
мера фигуры и размера сетки.  

Рассматриваемый метод позволил избежать повторных расчетов, свя-
занных с вычислением матричных элементов. Особенно хорошо данный ме-
тод проявляет себя при расчете серии задач на телах различной формы. Очень 
эффективно использование данного метода для решения больших инженер-
ных задач.  

Приведем результаты решения интегрального уравнения на кубе с раз-
мерной сеткой 8×8×8 (рис. 3).  

 

 

Рис. 3. Куб с размерной сеткой 8×8×8  
 
Волна падает вдоль оси Оy. Правая часть матричного уравнения равна 

единице. На рис. 4 представлены значения модуля второй компоненты элек-
трического поля на втором, пятом и восьмом слоях соответственно. 
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а) б) 

в) 

Рис. 4. Второе, пятое и восьмое сечения куба, сетка 8×8×8,  
волновое число внутри тела k = 0,8 

 
Рассмотрим тело Q  более сложной геометрической формы (рис. 5, 6). 
 

 
Рис. 5. Тело Q , «выделенное» из тела канонической формы 
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а) б) 

в) 

Рис. 6. Проекции фигуры Q  (рис. 4) на оси 

 
При помощи вектора геометрии W  описываем фигуру Q . Строим но-

вую сетку и, используя построенный вектор, решаем задачу на фигуре слож-
ной геометрической формы. Решая систему линейных алгебраических урав-
нений для матрицы, составленной с использованием новой сетки, находим 
значения поля внутри фигуры сложной формы. Волна также падает вдоль оси 
Оy. Правая часть матричного уравнения равна единице. На рис. 7 представле-
ны значения модуля второй компоненты электрического поля на втором, пя-
том и восьмом слоях соответственно. 

Решим задачу на теле P  несимметричной сложной формы (рис. 8). 
На рис. 9 представлены значения модуля второй компоненты электри-

ческого поля на втором, пятом и восьмом слоях соответственно. 

Заключение 

Разработан программный комплекс для решения задачи дифракции 
электромагнитной волны на теле, расположенном в свободном пространстве. 
Комплекс позволяет эффективно решать задачи для тел сложной формы. По-
строенная модель представляет интерес при расчете печатных плат и много-
слойных структур. Для решения рассматриваемой задачи использовался су-
перкомпьютерный комплекс Московского государственного университета 
имени М. В. Ломоносова. 
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а) б) 

в) 

Рис. 7. Второе, пятое и восьмое сечения тела Q  (рис. 4),  

сетка 8×8×8, волновое число внутри тела k  = 0,8 
 

 

Рис. 8. Тело P  несимметричной сложной формы,  
«выделенное» из тела канонической формы 
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а) б) 

в) 

Рис. 9. Второе, пятое и восьмое сечения тела P  (рис. 8),  
сетка 8×8×8, волновое число внутри тела k  = 0,8 
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